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Campus do Pici, Fortaleza
patricia.tavares@alu.ufc.br

Igor R. Sousa
Pós-Grad. em Eng. de Teleinformática
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Resumo—Neste trabalho, é realizada uma investigação abran-
gente a respeito do desempenho de cinco variantes de classifi-
cadores baseados em distância de Mahalanobis com o objetivo
de classificar o estado fetal (normal, suspeito e patológico) a
partir de dados de cardiotocograma: o classificador quadrático
gaussiano (QG) sem regularização, QG com regularização de
Tikhonov, QG com regularização de Friedman, QG com matriz
de covariância agregada e QG com matriz de covariância
diagonalizada. Essas variantes são avaliadas em combinação com
técnicas de transformação de dados, como a transformação de
Box-Cox e a análise de componentes principais, sendo compara-
das ao classificador linear de mı́nimos quadrados e a resultados
reportados na literatura. O classificador QG com regularização
de Tikhonov (λ = 0,008) e transformação de Box-Cox (γ = 0,3)
destacou-se por alcançar uma taxa mediana de acerto de 87,41%,
valor máximo de 91,3%, especificidade de 99,7%, precisão de
95,4% e matriz de covariância com posto completo.

Index Terms—cardiotocograma, distância de Mahalanobis,
regularização de Tikhonov, transformação de Box-Cox.

I. INTRODUÇÃO

O cardiotocograma é o registro simultâneo dos batimentos
cardı́acos fetais e das contrações uterinas, obtido por meio
de um transdutor de ultrassom posicionado no abdômen ma-
terno. Esse exame é amplamente utilizado durante a gestação
para fornecer aos obstetras informações essenciais sobre a
saúde fetal. Por exemplo, ao analisar um cardiotocograma, o
obstetra pode identificar sinais de sofrimento fetal, como a
falta de oxigenação. Com isso, é possı́vel realizar intervenções
precoces, prevenindo a morte fetal ou o desenvolvimento de
lesões neurológicas [1]. No entanto, interpretações incorretas
do cardiotocograma podem levar à realização de intervenções
cirúrgicas desnecessárias [2].

Nesse cenário, técnicas computacionais têm sido exploradas
como ferramentas auxiliares na análise de cardiotocogramas,
visando melhorar a detecção de padrões associados a dife-
rentes condições fetais, como em [3], que aplicaram 32 clas-
sificadores a dados de cardiotocograma, destacando modelos
baseados em árvores e support vector machine (SVM).

Este trabalho conta com o apoio financeiro do CNPq (No. 313251/2023-1)
e do Centro de Referência em Inteligência Artificial - CEREIA, convênios
23067.055633/2021-19 (UFC) / 2020/09706-7 (FAPESP).

Entre as técnicas não lineares de classificação, as baseadas
na distância de Mahalanobis [4] são particularmente interes-
santes, pois utilizam a matriz de covariância para incorporar a
correlação entre atributos e apresentam menor complexidade
computacional em comparação a métodos mais sofisticados,
como redes neurais profundas. Isso as torna atrativas em con-
textos em que se desejam bons ı́ndices de classificação, mas
com recursos computacionais limitados, como em dispositivos
wearable ou dispositivos portáteis, como o Doppler Fetal
Portátil S6 da Best In Care [5], capaz de identificar possı́veis
sofrimentos fetais, como hipóxia e circulatura de cordão.

Ao lidar com banco de dados, algumas técnicas de
transformação podem ser aplicadas na etapa de pré-
processamento dos dados. Entre elas, destacam-se a
transformação de Box-Cox [6], que tem como objetivo tornar
as distribuições marginais dos atributos mais próxima da nor-
mal [7], e a análise de componentes principais (PCA) [8], que
gera novos atributos não correlacionados e é frequentemente
usada para reduzir a dimensionalidade [9].

Apesar das vantagens dos classificadores não lineares ba-
seados na distância de Mahalanobis, como a capacidade de
incorporar correlações entre atributos e a baixa complexidade
computacional, seu potencial no contexto da classificação de
cardiotocogramas ainda é relativamente pouco explorado na
literatura. Este trabalho busca contribuir nesse sentido ao
investigar de forma abrangente o uso desses classificadores,
considerando diferentes variantes e avaliando seu desempenho
em conjunto com técnicas de transformação dos dados, como
as transformações de Box-Cox e PCA. Entre as variantes
analisadas, incluem-se classificadores lineares e não lineares.
Os resultados obtidos são comparados ao classificador linear
de mı́nimos quadrados e a resultados existentes na literatura.

Desta forma, este trabalho está inserido no contexto de
sistemas biomédicos embarcados, que demandam soluções
computacionalmente mais leves que técnicas avançadas como
redes neurais e máquinas de vetores suporte. Neste primeiro
momento, avalia-se o desempenho de tais modelos clássicos
na classificação de cardiotocogramas, em contraste com abor-
dagens mais sofisticadas.



O artigo é dividido da seguinte forma. Na Seção II,
apresentam-se os classificadores baseados na distância de
Mahalanobis, enquanto que na Seção III, apresenta-se o classi-
ficador linear de mı́nimos quadrados. Na Seção IV, descrevem-
se os métodos de transformação de Box-Cox e PCA. A
metodologia do trabalho é apresentada na Seção V. Por fim,
resultados e conclusões são apresentados nas Seções VI e VII.

II. CLASSIFICADORES BASEADOS NA DISTÂNCIA DE
MAHALANOBIS

Classificadores que usam a distância de Mahalanobis em vez
da euclidiana consideram a inversa da matriz de covariância
dos dados da i-ésima classe, Σ−1

i ∈ Rp×p, como matriz de
ponderação, em que p é o número de atributos. Assim, a
distância do vetor de atributos xn ∈ Rp×1 ao i-ésimo centróide
mi ∈ Rp×1 é dada por

d(xn|mi,Σi) = (xn −mi)
T
Σ−1

i (xn −mi) , (1)

em que a distância d(xn|mi,Σi) é utilizada como função
discriminante gi(xn) da classe i. As classes podem ser ranque-
adas (i.e. ordenadas) em função dos valores de suas respectivas
funções discriminantes de forma que

xn ∈ classe i se gi(xn) < gj(xn), ∀i ̸= j . (2)

A partir de (1), diferentes variações surgem para diferentes
suposições sobre Σi a fim contornar a possı́vel singularidade
de Σ−1

i . A seguir, são abordados os seguintes classificadores
baseados na distância de Mahalanobis: classificador quadrático
gaussiano (QG) sem regularização, QG com regularização de
Tikhonov (Tikho), QG com matriz de covariância agregada
(Pool), QG com regularização de Friedman (Fried) e QG com
matriz de covariância diagonalizada (Diag).

A. Classificador Quadrático Gaussiano sem regularização
O classificador QG sem regularização supõe que cada classe

i possui uma matriz Σi independente, o que leva a um discri-
minante quadrático do tipo gi(xn) = xT

nAixn + bT
i xn + ci,

pois o desenvolvimento de (1) resulta em

gi(xn) = xT
nΣ

−1
i xn − 2mT

i Σ
−1
i xn +mT

i Σ
−1
i mi , (3)

em que Ai = Σ−1
i , bi = −2Σ−1

i mi e ci = mT
i Σ

−1
i mi.

B. Classificador QG com regularização de Tikhonov
O desempenho do classificador quadrático depende forte-

mente da invertibilidade da matriz de covariância de cada
classe, que está intimamente associada ao seu posto ser
completo. Uma maneira de tornar a matriz de covariância
inversı́vel, com posto completo, é aplicar a regularização de
Tikhonov [10] sobre a matriz de covariância Σi, definida como

Σi(λ) = Σi + λIp , 0 ≤ λ ≪ 1 , (4)

em que p é o número de atributos e λ é o coeficiente de
regularização. O efeito prático da regularização de Tikhonov
é adicionar um pequeno valor λ aos elementos da diagonal
principal de Σi, tornando suas colunas (ou, equivalentemente,
suas linhas) vetores não colineares. Consequentemente, suas
linhas tornam-se linearmente independentes e seu posto com-
pleto. Seu discriminante também é quadrático.

C. Classificador QG com matriz de covariância agregada

Outra tentativa de tornar a matriz de covariância inversı́vel
é utilizar uma única matriz agregada para as classes, como

Σpool =

K∑
i

Ni

N
Σi , (5)

em que K é o número de classes, Ni é a quantidade de
amostras da classe i e N é o número total de amostras.
Esta regularização pode ser útil para problemas com poucas
amostras ou que possuem classes desbalanceadas, evitando
problemas numéricos causados por matrizes inversa mal con-
dicionadas [11]. Assim, o desenvolvimento de (1) resulta em

gi(xn) = xT
nΣ

−1
poolxn − 2mT

i Σ
−1
poolxn +mT

i Σ
−1
poolmi . (6)

Sendo a matriz Σpool comum a todas as classes, o
termo xT

nΣ
−1
poolxn é comum a toda função discriminante

gi(xn), 1 ≤ i ≤ K. Assim, este termo não influencia na
classificação em (2), e (6) pode ser reescrita como

gi(xn) = −2mT
i Σ

−1
poolxn +mT

i Σ
−1
poolmi , (7)

resultando no discriminante linear gi(xn) = bT
i xn + ci, com

bi = −2Σ−1
poolmi e ci = mT

i Σ
−1
poolmi.

D. Classificador QG com regularização de Friedman

Este método, proposto por Friedman [12], combina linear-
mente a matriz de covariância agregada com as matrizes de
covariância das classes. Assim, esta combinação pode estimar
melhor a estrutura das classes e, consequentemente, aprimorar
a classificação [13]. A matriz resultante é dada por

Σi(β) =
(1− β)NiΣi + βΣpool

(1− β)Ni + βN
, 0 ≤ β ≤ 1 . (8)

Nota-se que para os valores extremos de β,

Σi(β) =

{
Σi, se β = 0

Σpool, se β = 1
. (9)

Portanto, o discriminante do classificador com regularização
de Friedman é quadrático para 0 ≤ β < 1, enquanto que para
β = 1 resulta na variante do classificador QG com matriz de
covariância agregada descrito na seção anterior.

E. Classificador QG com matriz de covariância diagonalizada

Este classificador assume que os atributos são descorrelaci-
onados entre si e possuem variâncias diferentes. Assim, tem-se
que a matriz de covariância Σ∗

i = diag(Σi) é dada por

Σ∗
i =


σ2
i,1 0 . . . 0
0 σ2

i,2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . σ2

i,p

 , (10)

em que σ2
i,j , j = 1, . . . , p, é a variância do j-ésimo atributo

da classe i. A principal vantagem deste caso particular está no
fato de sempre existir a inversa de Σ∗

i visto que esta matriz
sempre tem posto completo, ou seja, os vetores que formam
suas colunas (ou linhas) são mutualmente ortogonais entre si.



Vale ressaltar que esta é a mesma suposição feita pelo
classificador naive Bayes gaussiano [14], que assume que os
atributos são gaussianos e descorrelacionados. Deste modo,
esta variante leva à seguinte função discriminante quadrática:

gi(xn) = xT
nΣ

∗
ixn − 2mT

i Σ
∗
ixn +mT

i Σ
∗
imi . (11)

É imporante salientar que os classificadores descritos nas
Subseções II-A, II-B, II-D e II-E são não lineares, enquanto a
variante descrita na Subseção II-C é linear.

III. CLASSIFICADOR LINEAR DE MÍNIMOS QUADRADOS

Este classificador formula o problema de classificação
como uma transformação linear yn = Wxn, em que o rótulo
yn ∈ RK×1 é um vetor binário, de dimensão K e de norma
unitária que identifica unicamente a classe de xn entre as K
existentes. Já W ∈ RK×p é a matriz de pesos responsável
pela transformação linear do vetor de atributos. Os vetores-
rótulo yn seguem a convenção one-hot-encoding, de forma
que as classes são mutualmente exclusivas. Agregando todos
os N vetores-rótulo yn em uma matriz Y ∈ RK×N e todos
os N vetores de atributos xn de treinamento em uma matriz
X ∈ Rp×N , obtém-se a versão matricial de yn = Wxn:

Y = WX . (12)

O critério dos mı́nimos quadrados ordinários (MQO) con-
siste em minimizar o quadrado do erro de estimação JMQO(Ŵ)
cometido pela estimativa Ŵ da matriz W,

JMQO(Ŵ) =
1

2
Tr

{(
Y − ŴX

)T (
Y − ŴX

)}
, (13)

em que Tr denota o traço de uma matriz. Pode-se mostrar que
a estimativa de W que minimiza JMQO(Ŵ) de forma ótima é

Ŵ = YXT
(
XTX

)−1
. (14)

Finalmente, a classe predita para a amostra xn é obtida pelo
ı́ndice de maior componente do vetor ŷn = Ŵxn.

IV. MÉTODOS DE TRANSFORMAÇÃO NOS DADOS

Nesta seção, são descritas duas transformações de dados
utilizadas na classificação de padrões: a transformação de Box-
Cox (BC) e a análise de componentes principais (PCA).

A. Box-Cox
Normalidade é uma importante suposição para muitas

técnicas e métodos estatı́sticos. Porém, muitos atributos não
seguem uma distribuição normal. Nestes casos, é possı́vel re-
alizar uma operação não linear, conhecida como transformação
de Box-Cox [6] sobre um atributo qualquer, de forma que

x∗ =


xγ − 1

γ
, se 0 < γ < 1

lnx, se γ = 0
, (15)

em que γ é um parâmetro a determinar. Com isso, as variáveis
não gaussianas podem assumir uma distribuição com uma
forma mais simétrica, mais próxima da normal. Testes de
hipóteses podem ser executados para confirmar a gaussiani-
dade da variável aleatória resultante x∗, tais como o teste de
Kolmogorov-Smirnov e o de Shapiro-Wilk [15].

B. Análise de componentes principais

PCA é uma transformação linear que atua nos dados x para
gerar um conjunto de dados cujos atributos são descorrela-
cionados, ou seja, em que não há correlação linear entre as
componentes do novo vetor de atributos z [9]. Assim, a nova
matriz de covariância é diagonal. A transformação dos dados
é realizada de acordo com

zn = Vφxn , (16)

em que Vφ é uma matriz de ordem φ × p formada pelos
autovetores v da matriz de covariância das amostras,

Vφ = [v1 | v2 | . . . | vφ]
T
, 1 ≤ φ ≤ p . (17)

Os autovetores v1, v2, . . . , vφ estão ordenados de acordo
com a ordem decrescente dos seus autovalores da matriz de
covariância do conjunto de dados original. Para φ = p, o novo
vetor de atributos zn∈Rp×1 possui mesma dimensão que o ve-
tor de atributos xn∈ Rp×1 original. Porém, para φ < p, ocorre
uma redução de dimensionalidade. Desta forma, a matriz de
covariância dos dados transformados possui dimensões φ×φ.

Por fim, com a aplicação do PCA e a escolha adequada de
φ, pode-se descorrelacionar os dados e reduzir a dimensionali-
dade ao mesmo tempo que se preserva a informação relevante
contida nos dados originais [9].

V. METODOLOGIA

O conjunto de dados utilizado neste trabalho, disponı́vel
em [16], possui 2.126 amostras de cardiotocogramas com
21 atributos recomendados pela Federação Internacional de
Ginecologia e Obstetrı́cia para melhor avaliar a saúde fetal. A
rotulação dos cardiotocogramas foi realizada por três obstetras
especialistas de acordo com o estado fetal (normal, suspeito
ou patológico). O conjunto de dados é desbalanceado, com
1.655 (77,74%) das amostras pertencentes à classe “normal”,
295 (13,88%) das amostras pertencentes à classe “suspeita” e
176 (8,28%) das amostras pertencentes à classe “patológica”.

A abordagem utilizada neste trabalho consiste em aplicar as
cinco variações descritas na Seção II ao conjunto de dados,
além das transformações de Box-Cox e PCA, como ilustrado
na Fig. 1. Os resultados são comparados com o classificador
linear de mı́nimos quadrados.

Para treinar os classificadores, são utilizados 80% do con-
junto de dados. O restante é utilizado para validar o classifi-
cador em um conjunto de teste. As matrizes de covariância
Σi e os vetores média mi são calculados apenas com os
dados de treinamento. O mesmo ocorre com a estimativa da
matriz de regressores Ŵ dos mı́nimos quadrados e a matriz
de autovetores Vφ do PCA.

São feitas 100 realizações independentes de cada um dos
classificadores, em que são analisados os valores máximo,
mı́nimo, médio, mediano e desvio-padrão da taxa de acerto
(TA) do conjunto de teste, além do número de condiciona-
mento recı́proco (rcond) das matrizes de covariância.

Os classificadores que possuem hiperparâmetro(s) são sub-
metidos a uma busca em grade para encontrar o(s) melhor(es)



Figura 1: Abordagem utilizada no trabalho.

valor(es). A escolha das melhores configurações é realizada a
partir do valor da mediana da TA. As melhores configurações
de cada tipo de classificador são comparadas entre si. Destes,
as realizações com maior e menor TA têm suas matrizes de
confusão analisadas. Os experimentos foram realizados em
um Intel Core i7-11800H (4,60 GHz), 16 GB de RAM, GPU
NVIDIA RTX 3060, utilizando MATLAB R2018b.

VI. RESULTADOS

Os resultados da análise comparativa de desempenho dos
classificadores e das técnicas de transformação nos dados são
apresentados na Tabela I e na Fig. 2. Percebe-se que entre os
classificadores quadráticos (CQ), o de melhor acurácia utiliza
a transformação de Box-Cox com γ = 0,5, com mediana de
86,59% de taxa de acerto e desvio-padrão de 1,65%. Porém,
as matrizes de covariância das classes não possuem posto
completo e seus números de condicionamento são nulos.

Este problema é contornado pelo classificador quadrático
com regularização de Tikhonov (Tikho), cujas matrizes de
covariância das classes possuem posto completo e melhor
número de condicionamento para todas as configurações (seja
com Box-Cox, PCA ou nenhum dos dois). Dentre as dife-
rentes configurações, a de melhor performance ocorre com
o coeficiente de regularização λ = 0,008 e transformação de
Box-Cox com γ = 0,3, alcançando uma mediana de 87,41%
e desvio-padrão de 1,65%. Esta configuração possui a melhor
performance entre todos os classificadores analisados.

Entre as configurações do classificador com matriz de
covariância agregada (Pool), a aplicação da transformada de
Box-Cox com γ = 0,8 obteve melhor performance, com
mediana de 84,94% e desvio padrão de 1,57%. Porém, mesmo
agregando as três matrizes de covariância em uma única, a ma-
triz agregada não possui posto completo, exceto em algumas
realizações ocasionais decorrentes da separação aleatória dos
dados entre treinamento e teste.

Já para o classificador com regularização de Friedman
(Fried), mesmo com a aplicação da transformação de Box-
Cox ou PCA, a melhor configuração ocorre quando nenhuma
transformação é utilizada e o coeficiente da regularização é
β = 0,9, obtendo mediana de 85,18% e desvio-padrão de
1,66%. Porém, a matriz de covariância regularizada não possui
posto completo e seu número de condicionamento é zero.

O classificador QG com covariância diagonalizada apresen-
tou melhora de desempenho com a transformação de Box-
Cox com γ = 0,9, passando de 68,35% para 73,65% de
mediana. Porém, uma vez que este classificador supõe que
os atributos são descorrelacionados, a aplicação de PCA nos
dados juntamente com a transformação de Box-Cox com
γ = 0,5 resultou em um novo melhoramento: de 73,65% para
76,23% de mediana e 1,73% de desvio-padrão. O coeficiente φ
da análise de componentes principais é considerado aqui como
um hiperparâmetro, e revelou que para o caso do classificador
QG com covariância diagonalizada, a melhor classificação
ocorre com φ = 4, o que representa 91,74% da variância total
dos dados originais. Assim sua matriz de covariância possui
posto = 4 (completo) e melhores números de condicionamento
recı́proco (rcond) entre todas as configurações realizadas.

Um comportamento peculiar ocorre com a aplicação de
PCA ao classificador QG com matriz de covariância diago-
nalizada. Nota-se na Fig. 2e, em um primeiro momento, que
a TA aumenta conforme o aumento do número de autovetores
utilizados (φ), atingindo um valor máximo. Porém, a partir
deste ponto, o acréscimo de autovetores utilizados causa uma
queda na TA. Isso pode ser melhor observado na Fig. 3, que
mostra uma fatia do gráfico da Fig. 2e para γ = 0,5.

Este fato pode estar relacionado com o fenômeno de
Hughes [17] (ou maldição da dimensionalidade), que está
ligado à degradação da estimação da matriz de covariância
decorrente da adição de atributos sem significância estatı́stica
para uma mesma quantidade de amostras. Como mencionado
anteriormente na seção IV-B, Vφ é uma matriz composta pelos
autovetores v da matriz de covariância em ordem decrescente
de representabilidade dos dados. Os elementos da inversa da
matriz de covariância após a transformação por PCA são
apresentados na Tabela II, assim como a porcentagem da
informação contida em cada autovetor.

Nota-se que a quantidade de informação contida nos auto-
vetores cai drasticamente. A relação entre o menor e maior au-
tovalor é extremamente elevada, resultando em um baixı́ssimo
número de condicionamento recı́proco1. A Fig. 3 também
contém o gráfico do número de condicionamento recı́proco da
nova matriz de covariância de acordo com φ. Pode-se observar
que a adição dos autovetores com informação estatisticamente
irrelevantes pioram o condicionamento. Também é possı́vel
observar que φ = 4 possui a melhor classificação. É interes-
sante notar a semelhança da curva de taxa de acerto presente
na Fig. 3 (em marrom) com a curva decorrente do fenômeno
de Hughes presente em Hughes (1968) [17].

1O número de condicionamento recı́proco é próximo de 1 para matrizes
bem-condicionadas e próximo de zero para mal-condicionadas.



Tabela I: Resultados dos classificadores.

POSTO NÚMERO DE CONDICIONAMENTO

Classificador hiperparâmetros
Média

DP
(%)

Mediana
(%)

Mı́nimo
Máximo

(%)
classe 1 classe 2 classe 3 classe 1 classe 2 classe 3

QG 85,25
1,60

85,18
80,71
89,65

19/21 19/21 20/21 0 0 1,7 · 10−18

QG + BC γ = 0,5
86,34
1,65

86,59
80,94
90,35

19/21 19/21 20/21 0 0 5,8 · 10−18

QG + PCA φ = 9 (99,78%) 82,33
1,55

82,12
78,59
86,82

9/9 9/9 9/9 6,2 · 10−3 1,3 · 10−3 3,7 · 10−4

Tikho λ = 0,004
82,30
1,86

82,47
76,71
88,00

21/21 21/21 21/21 2,7 · 10−4 2,2 · 10−4 7,1 · 10−5

Tikho + BC λ = 0,008
γ = 0,3

87,28
1,65

87,41
83,29
91,29

21/21 21/21 21/21 2,8 · 10−6 2,3 · 10−6 7,8 · 10−7

Tikho + PCA λ = 0,007
φ = 9 (99,78%)

82,50
1,80

82,71
78,59
86,59

9/9 9/9 9/9 4,0 · 10−3 1,3 · 10−3 3,5 · 10−4

Pool 84,64
1,69

84,47
80,47
89,41

20/21 3,5 · 10−18

Pool + BC γ = 0,8
84,80
1,57

84,94
80,47
88,23

20/21 2,6 · 10−17

Pool + PCA φ = 7 (98,85%) 83,57
1,64

83,76
79,01
88,47

7/7 8,8 · 10−3

Fried β = 0,9
85,16
1,66

85,18
80,94
89,18

20/21 20/21 20/21 3,3 · 10−17 3,3 · 10−17 3,3 · 10−17

Fried + BC β = 1
γ = 0,9

84,87
1,64

84,95
80,94
88,71

20/21 6,8 · 10−18

Fried + PCA β = 0,8
φ = 7 (98,85%)

83,63
1,51

83,53
80,23
87,01

7/7 7/7 7/7 9,5 · 10−3 9,4 · 10−3 1,0 · 10−2

Diag 60,42
21,28

68,35
6,12
74,35

21/21 20/21 21/21 4,5 · 10−13 0 1,5 · 10−11

Diag + BC γ = 0,9
73,42
2,12

73,65
69,18
79,01

21/21 20/21 21/21 4,5 · 10−13 0 1,2 · 10−11

Diag + PCA φ = 4 (91,74%)
64,50
2,67

64,23
58,59
72,23

4/4 4/4 4/4 0,1075 0,0996 0,0754

Diag + BC
+ PCA

γ = 0,5
φ = 4 (91,74%)

76,30
1,73

76,23
72,00
81,18

4/4 4/4 4/4 0,1324 0,0729 0,0234

MQO 85,60
1,57

85,65
81,18
88,70

20/21 2,3 · 10−30

Por fim, os resultados destes classificadores são comparados
aos do classificador linear de mı́nimos quadrados, que obteve
mediana de 85,65% e desvio-padrão de 1,57%. O posto
da matriz de regressores não é completo, e o número de
condicionamento recı́proco é zero.

Na Fig. 4, são comparados os boxplots das melhores
configurações de cada classificador. Pode-se perceber por esta
Figura e pela Tabela I que o classificador quadrático com
regularização de Tikhonov com λ = 0,008 e transformação
de Box-Cox com γ = 0,3 possui o melhor desempenho,
seguido pelo classificador quadrático (CQ) com transformação
de Box-Cox com γ = 0,5. O classificador de mı́nimos
quadrados ordinários (MQO) possui desempenho ligeiramente
acima do desempenho do classificador com matriz de co-
variância agregada (Pool) com transformação de Box-Cox e do
classificador com regularização de Friedman. O classificador
QG com matriz de covariância diagonalizada, mesmo com a
transformação de Box-Cox e aplicação da PCA, obtém o pior
desempenho entre os classificadores analisados.

As matrizes de confusão dos melhores e do pior caso
presentes na Fig. 4 são apresentadas na Fig. 5. Com 91,3%

de taxa de acerto, o melhor classificador quadrático com
regularização de Tikhonov e transformação de Box-Cox com
γ = 0,3 e λ = 0,008 erra apenas 37 das 425 amostras de
teste. Já o pior classificador QG com covariância diagonalizada
com transformação de Box-Cox e PCA, com γ = 0,5 e φ = 4
possui 72% de TA, errando 119 das 425 amostras de teste.
Uma possı́vel explicação para essa baixa TA em relação aos
demais é o fato deste classificador desprezar as covariâncias
entre classes, visto que todas as configurações do classificador
QG com covariância diagonalizada (com Box-Cox e PCA
ou não) possuem taxa de acerto bastante abaixo dos demais
classificadores. É importante mencionar que este classificador
pode apresentar desempenho superior em outros conjuntos de
dados, dependendo das caracterı́sticas estatı́sticas envolvidas.
Por fim, o melhor classificador linear dos mı́nimos quadrados
obtém 88,7% de TA, errando 48 das 425 amostras de teste.

Considerando a classe “suspeito” como uma classe neutra,
é possı́vel analisar os verdadeiro-positivos (VP), verdadeiro-
negativos (VN), falso-positivos (FP) e falso-negativos (FN) em
relação à classificação das classes “normal” e “patológico”.
Desta forma, pode-se obter figuras de mérito como sensibili-
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Figura 2: Detalhes das melhores configurações.
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Figura 3: Diag + BC + PCA com γ = 0,5.

Tabela II: Valores de 1/σ2
i,i após PCA e informação de cada

autovetor.

i 1/σ2
i,i info(%) i 1/σ2

i,i info(%)
1 3,4 · 10−4 58,9 12 2,3 8,6 · 10−3

2 1,2 · 10−3 16,1 13 3,57 5,5 · 10−3

3 2,0 · 10−3 9,7 14 7,6 2,6 · 10−3

4 2,8 · 10−3 7,0 15 4,9 · 102 4,0 · 10−5

5 5,4 · 10−3 3,7 16 1,4 · 105 1,4 · 10−7

6 7,0 · 10−3 2,8 17 1,8 · 105 1,1 · 10−7

7 3,1 · 10−2 0,64 18 3,4 · 105 5,7 · 10−8

8 3,7 · 10−2 0,53 19 8,1 · 106 2,4 · 10−9

9 5,1 · 10−2 0,39 20 2,9 · 108 6,9 · 10−11

10 1,5 · 10−1 0,13 21 1,4 · 1021 2,0 · 10−15

11 2,7 · 10−1 0,074

dade, especificidade, precisão e F1-score, definidos como

sensibilidade =
VP

VP + FN
(18)

especificidade =
VN

VN + FP
(19)

precisão =
VP

VP + FP
(20)

F1-score =
2VP

2VP + FN + FP
. (21)

Estas figuras de mérito para os classificadores apresentados
na Figura 5, considerando a classe “suspeito” como uma classe
neutra, são apresentadas na Tabela III. Observa-se que, embora
o classificador com regularização de Tikhonov e transformação
de Box-Cox tenha sensibilidade menor que o classificador
linear de mı́nimos quadrados, o mesmo possui maiores valores
de especificidade, precisão e F1-score.

Figura 4: Melhores configurações.

Tabela III: Méritos dos classificadores da Figura 5.

classificador mérito valor (%)

Tikho + BC
γ = 0,3

λ = 0,008

sensibilidade 72,41
especificidade 99,69

precisão 95,45
F1-score 82,35

Diag + BC + PCA
γ = 0,5
φ = 4

sensibilidade 33,33
especificidade 98,27

precisão 87,88
F1-score 48,33

MQO

sensibilidade 85,71
especificidade 98,82

precisão 75,00
F1-score 80,00

VII. CONCLUSÕES

Este trabalho investigou de forma abrangente o desempenho
de classificadores baseados em distância de Mahalanobis sobre
dados de cardiotocograma. São utilizadas cinco variantes deste
classificador: o classificador quadrático, com regularização
de Tikhonov, com regularização de Friedman, com matriz
de covariância agregada e classificador QG com matriz de
covariância diagonalizada. Técnicas de transformação de Box-
Cox e PCA também são utilizadas. Os resultados são compara-
dos com o classificador clássico de mı́nimos quadrados linear.

A aplicação da transformação de Box-Cox está em qua-
tro dos cinco melhores classificadores, evidenciando sua im-
portância quando utilizada em conjunto com classificado-
res baseados na distância de Mahalanobis. O classificador
quadrático com regularização de Tikhonov (λ = 0,008) e
transformação de Box-Cox (γ = 0,3) destacou-se ao alcançar
mediana de 87,41% na TA, com valor máximo de 91,3%,
especificidade de 99,7%, precisão de 95,4% e posto completo
na matriz de covariância. Estes resultados superam diversos
classificadores utilizados em [3], como linear SVM (81,10%),
subspace discriminant (81,10%), logistic regression kernel
(83,30%) e algumas configurações de redes neurais (87,20%).

Embora [3] apresente classificadores com acurácia superior
a 90%, como boosted tree, bagged trees e cubic SVM, estes
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Figura 5: Matrizes de confusão dos melhores e do pior classificador da Fig. 4.

classificadores podem apresentar certas limitações quando em-
pregados em plataformas embarcadas (dispositivos portáteis,
e.g., [5]) com recursos computacionais limitados, especial-
mente no que se refere à capacidade de processamento e ao
uso de memória. Nesse sentido, o classificador quadrático
com regularização de Tikhonov e transformação de Box-
Cox apresenta-se como uma excelente alterativa não linear,
com boa acurácia e baixo custo computacional. É importante
destacar que não é necessário o cálculo da inversa da matriz
de covariância no dispositivo portátil, uma vez que a matriz
já invertida previamente é um parâmetro do modelo.

É importante mencionar que a aplicação da PCA apresenta
resultados relevantes, visto que com apenas 9 autovetores,
é possı́vel representar 99,78% da variância dos dados. Essa
redução permitiu que as novas matrizes de covariância fossem
de posto completo e melhorou consideravelmente os números
de condicionamento recı́proco dessas matrizes.

Para tentar aumentar as taxas de acerto, pode-se aplicar
a transformação de Box-Cox com um valor de γ distinto
para cada um dos 21 atributos. Contudo, essa abordagem é
computacionalmente onerosa, pois envolve busca em grade de
21 dimensões. Outra estratégia com potencial para aprimorar
acurácia e robustez dos classificadores é a introdução de uma
opção de rejeição [18], que evita classificar amostras com
alto grau de incerteza. Por fim, recomenda-se a abordagem
via classificação unária, uma vez que as classes são bastante
desbalanceadas, sendo a classe normal a mais abundante.
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